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Ocena osiggnie¢ dr inz. Macieja Starostki
w zwiazku z ubieganiem sie o nadanie stopnia naukowego
doktora habilitowanego w dziedzinie nauk $cistych i przyrodniczych,
w dyscyplinie matematyka

Dr Maciej Starostka jest adiunktem w Instytucie Matematyki Stosowanej Politechniki Gdans-
kiej. Stonien doktora nauk matematycznych w dyscyplinie matematyka uzyskat w 2017 roku w
Instytucie Matematycznym Polskiej Akademii Nauk na podstawie rozprawy E-kohomologiczny
indeks Conleya. Promotorem w jego przewodzie doktorskim byt prof. dr hab. Marek Izydorek.

W lipcu 2026 roku zlozyl do Rady Dziedziny Naukowej Nauki Sciste Politechniki Gdanskiej
wniosek o przeprowadzenie postepowania w sprawie nadania stopnia doktora habilitowanego
w dziedzinie nauk Scistych i przyrodniczych w dyscyplinie matematyka na podstawie osiag-
niecia naukowego obejmujacego cykl powigzanych tematycznie artykuléw naukowych pod ty-
tulem Teoria Morse’a dla hamiltonowskiego funkcjonalu dzialania i klasy funkcjonaléow na
przestrzeni Banacha, skladajacy sie z szeSciu prac (numeracja jak w autoreferacie):

[H1] L. Asselle, M. Starostka, The Palais—-Smale condition for the Hamiltonian action on
a mixed regularity space of loops in cotangent bundles and applications, Calculus of
Variations and Partial Differential Equations, 2020.

[H2] L. Asselle, M. Starostka, Morse homology for the Hamiltonian action in cotangent
bundles, Calculus of Variations and Partial Differential Equations, 2025.

[H3] L. Asselle, M. Starostka, A note on the Morse homology for a class of functionals in
Banach spaces involving the 2p-area functional, Nonlinear Differential Equations and
Applications NoDEA, 2024.

[H4] M. Starostka, Connected components of the space of proper gradient vector fields,
Journal of Fized Point Theory and Applications, 2022.

[H5] L. Asselle, M. Izydorek, M. Starostka, The Arnold conjecture in CP™ and the Conley
index, Discrete and Continuous Dynamical Systems B, 2023.

[H6] L. Asselle, M. Starostka, On the degenerate Arnold conjecture on T?™ and CP™",
Topological Methods in Nonlinear Analysis, 2025.

Artykuly opublikowane zostaly w okresie od 2020 do 2025 roku w dobrych lub bardzo do-
brych czasopismach. Dwa z nich ([H1] i [H2]) opublikowane sg w Calculus of Variations and
PDEFEs - jednym z wiodacych czasopism matematycznych w dziedzinie rachunku wariacyjnego
i réwnan rézniczkowych czastkowych, o najwyzszej punktacji w wykazie Ministerstwa Nauki i
Szkolnictwa Wyzszego.

Prace [H1] - [H6] wpisuja si¢ w program badawczy rozpoczety kilka lat temu przez dra
Starostke we wspdipracy z A. Abbondandolo i L. Asselle, majacy na celu rozwijanie alternaty-
wnych wobec teorii Floera podej§¢ do ukladéw hamiltonowskich, zaréwno dla abstrakcyjnych
funkcjonaléw, jak i dla funkcjonalu dzialania hamiltonowskiego na przestrzeni petli pewnych
rozmaitosci symplektycznych. Motywacja jest, miedzy innymi, uzyskanie wynikéw dotyczacych
zdegenerowanej hipotezy Arnolda dla mozliwie szerokiej klasy rozmaitosci symplektycznych.

Zaleta takiego podej$cia w poréwnaniu z homologia Floera jest fakt, ze istnienie globalnie
zdefiniowanego potoku gradientowego o dobrych wlasnosciach pozwala na rozwazanie znacznie
szerszej klasy perturbacji, co z kolei sprawia, ze problemy transwersalnosci sa latwiejsze do
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przezwyciezenia niz w teorii Floera. Réwnanie potoku nie musi by¢ lokalne, co potencjalnie
umozliwia badanie rowniez probleméw nielokalnych. Ponadto powstajaca w ten sposéb teoria
powinna by¢ bogatsza niz teoria homologii Floera. Istnieja bowiem konstrukcje, ktére wydaja
sie zbyt zlozone, aby mozna je bylo uzyskaé za pomoca homologii Floera - miedzy innymi
z powodu wspomnianych probleméw z transwersalnoscia - natomiast moga by¢ osiagniete w
teorii o bardziej topologicznym charakterze, ktora pozwala na stosowanie argumentéw z teorii
Conleya i teorii homotopii.

Przejde do oméwienia zawartosdci cyklu artykulow.

Prace [H1] i [H2] po$wigcone sa konstrukcji kompleksu Morse’a-Smale’a dla uktadu hamilto-
nowskiego na wiazkach kostycznych rozmaitodci. Jednym z gléwnych zagadnien geometrii
symplektycznej jest poszukiwanie rozwiagzan okresowych, w szczegélnosci jednookresowych,
uktadu hamiltonowskiego wyznaczonego przez zalezny od czasu hamiltonian na rozmaitoéci
symplektycznej. Rozwiazania te mozna interpretowaé jako punkty krytyczne odpowiednio
zdefiniowanego funkcjonalu - hamiltonowskiego funkcjonatu dzialania na przestrzeni petli $cig-
galnych (Apy). Klasyczne metody wariacyjne, takie jak teoria Morse’a - réwniez w nieskorncze-
niewymiarowej wersji rozwinietej przez Palaisa - nie pozwalaja bezposrednio wnioskowaé o
istnieniu punktéw krytycznych funkcjonalu Ap ze wzgledu na nieskonczony indeks i koindeks
Morse’a punktéw krytycznych.

Rabinowitz zauwazy}, ze dzialanie hamiltonowskie na (R?? wsq) rozkiada sie na czesé
kwadratows, bedaca ciagla forma kwadratowa na przestrzeni petli Sobolewa H'/2 (S, R?M),
oraz cze$¢ hamiltonowska, ktérej gradient w przestrzeni H'/2 jest operatorem zwartym. Wyko-
rzystujac te obserwacje oraz aproksymacje skonczeniewymiarowe, C. Conley i E. Zehnder
udowodnili hipoteze Arnolda dla torusa T2".

Pod koniec lat osiemdziesiatych A. Floer zaproponowal przelomowe podejscie dzialajace
dla rozmaitoéci symplektycznych zamknigtych (mozliwe sa uogdlnienia). Zastapienie gradi-
entu H'/? funkcjonalu dzialania Ay gradientem L2 prowadzi formalnie do réwnania po-
toku gradientowego, ktére interpretowane jako réwnanie rézniczkowe czastkowe okazuje sie
nieliniowym, zaburzonym réwnaniem Cauchy’ego-Riemanna. Pozwolilo to Floerowi zdefin-
iowa¢ kompleks lancuchowy generowany przez Sciggalne rozwiazania jednookresowe, z oper-
atorem brzegu okresSlonym poprzez zliczanie rozwigzan odpowiedniego rownania Cauchy’ego-
Riemanna asymptotycznych do par orbit okresowych o indeksach Conleya-Zehndera réznia-
cych sie o jeden. Floer pokazal izomorfizm tej homologii z homologia singularng rozmaitosci
dla odpowiednich wspétczynnikéw. Otrzymana w ten sposob teoria homologii Floera wykracza
poza pierwotny cel, jakim bylo udowodnienie (homologicznej) hipotezy Arnolda o liczbie punk-
tach stalych niezdegenerowanego dyfeomorfizmu hamiltonowskiego zamknietej rozmaitosci
symplektycznej.

Jednak w niektorych szczegdlnych przypadkach mozliwe jest zastosowanie metod bardziej
klasycznych. Pytanie, w jakim zakresie metody wywodzace sie od Rabinowitza, Conleya i
Zehndera mozna uogdlni¢ na ogdélne rozmaitosSci symplektyczne jest zasadne miedzy innymi
dlatego, ze podejscie oparte na kompleksie Morse’a ma istotne zalety w poréwnaniu z metoda
Floera, gtéwnie dzigki wspomnianej juz mozliwoSci stosowania argumentéw o bardziej topo-
logicznym charakterze.

Dlatego celem pracy [H1] jest wskazanie dalszych przykladéw rozmaitosci symplektycznych,
na ktérych funkcjonal dzialania generuje ujemny potok gradientowy o dobrych wlasnosciach
analitycznych na odpowiedniej przestrzeni petli. Autorzy badajg wigzke kostyczna domknietej
rozmaitosci ze standardowa strukturg symplektyczng. Pokazuja, ze dla hamiltonianéw spelnia-
jacych okreslone warunki wzrostu funkcjonat dzialania na rozmaitosci Hilberta petli odpowied-
niej klasy Sobolewa spelnia warunek Palais-Smale’a - kluczowy w nieskonczenowymiarowej
teorii Morse’a. Wynik ten prowadzi do uproszczonego dowodu twierdzenia Hofera i Viterbo.

W pracy [H2| autorzy rozwijaja wyniki [H1| pokazujac, ze dla funkcjonatu Ay mozna skon-
struowa¢ kompleks Morse’a przy uzyciu podejScia A. Abbondandolo i P. Majera A Morse
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complex for infinite dimensional manifolds - Part I. Kompleks budowany jest poprzez analize
jednowymiarowych przecieé rozmaitosci stabilnych i niestabilnych par punktéow krytycznych.
Mimo nieskonczonego wymiaru przestrzeni, przeciecia te sa skonczeniewymiarowe i maja do-
bre wlasnodci zwartoéci; przy zalozeniu transwersalnosci ich wymiar jest réwny rdznicy re-
latywnych indekséw Morse’a. Autorzy pokazuja ponadto, ze transwersalno$¢ mozna uzyskaé
poprzez generyczne zaburzenie ujemnego pseudogradientu.

Dla przytoczenia gléwnego wyniku [H2] zalézmy, ze M jest rozmaitoscig zamknieta, H : T X
T*M — R gladkim hamiltonianem (z pewnymi dodatkowymi zalozeniami) oraz Ag : M1~5 —
R hamiltonowskim funkcjonatem dzialania na wigzce Hilberta M!~* nad rozmaitoscia Hilberta
HS(SY, M), s € (1/2,3/4) (szczegdly w [H2, Theorem 1.2]). Autorzy dowodza, ze dla kazdego
s zdefiniowaé mozna kompleks Morse’a o wspdlczynnikach w Zj, kohomologie tego kompleksu
nie zaleza od wyboru hamiltonianu i sa izomorficzne zaréwno z kohomologiami singularnymi
przestrzeni wolnych petli na M, jak i z kohomologiami Floera wigzki kostycznej T*M. W
ostatniej czesci pracy autorzy omawiaja funktorialno$é kohomologii Morse’a.

W [H3] autorzy konstruuja homologie Morse’a dla tzw. funkcjonalu 2p-powierzchni

flu) = % [a+wu? + [ G,

okreslonego na przestrzeni Banacha X = WO1 2P (Q) (2 C R™ jest ograniczona, regularng dziedz-
ing) przy zalozeniu, ze wszystkie punkty krytyczne v funkcjonalu f sa niezdegenerowane, co
rozumiane jest jako injektywnosé d2 f(u) : X — X* dla kazdego u € crit(f), oraz odpowiednim
warunku ograniczonego wzrostu. Nalezy zaznaczy¢, ze funkcjonal f nie moze mieé¢ punktéw
krytycznych niezdegenerowanych w zwyklym sensie, bo dziedzina nie jest izomorficzna z jej
przestrzenia dualng. Z drugiej strony injektywno$¢ drugiej rézniczki mozna uzyskaé za pomoca
dowolnie malych perturbacji.

Uzywajac argumentow jak w pracach S. Cingolani i G. Vannella autorzy pokazuja, ze punkty
krytyczne sa izolowane i majg skonczony indeks Morse’a. Z kolei warunek ograniczonego
wzrostu pocigga warunek Palais-Smale’a. Waznym punktem konstrukcji jest zastosowanie ab-
strakcyjnego wyniku Abbondandolo i Majera - pierwsze, zdaniem autoréw, konkretne zas-
tosowanie tej teorii w przestrzeniach Banacha. W tym celu konstruujg na X zupelne pole
wektorowe Morse’a F, dla ktérego funkcjonal f jest funkcja Lapunowa. Dla punktéw kryty-
cznych u i v spelniajacych zalezno$é p(v) = p(u) — 1 warunek Morse’a-Smale’a zapewnia, ze
przeciecie M (u, v) rozmaitosci niestabilnej punktu u z rozmaitoscia stabilng punktu v sklada
sie ze skonczenie wielu trajektorii przepltywu pola F' laczacych u z v. Pozwala to zdefiniowaé
operator brzegu

Ou = Z (#M(u,v) mod 2) v
w(v)=p(u)-1
na przestrzeni lancuchéw

Ce(f)= B Zz(w),
n(u)=k
co nadaje parze (Ck(f), ) strukture kompleksu lancuchowego, ktérego homologie H M. (f;Z2)
sa zadanymi homologiami Morse’a. Autorzy pokazuja, ze H M,(f;Z;) sa dobrze okreslone i
izomorficzne z homologiami singularnymi H.(X;Z3).

Dr Starostka jest jedynym autorem pracy [H4]. Bada wlasciwe pola wektorowe F' : R™ — R™,
czyli takie, ze przeciwobrazy zbioréw zwartych sa zwarte. Rozwazmy rodzine { f} aefo,1) funkeji
na R™ taka, ze odpowiadajaca jej rodzina gradientéw {V fa}ac(o,1) stanowi ciagla rodzine wias-
ciwych p6l wektorowych. Oznaczmy przez n potok generowany przez V fy. W [H4, Proposi-
tion 2.4] autor dowodzi istnienia R > 0 takiego, ze kula B(R) jest otoczeniem izolujacym dla
kazdego potoku 7, a ponadto dla kazdego )\ oraz kazdego R’ > R czeéci niezmiennicze kul
B(R') i B(R) wzgledem 7)), sa réwne. Wynika stad istnienie tzw. maksymalnego ograniczonego
zbioru niezmienniczego. Fakt ten jest istotnie wykorzystywany w pracach [H5] i [H6].



Ponadto rodzina {n)}, o ktérej mowa wyzej, wyznacza kontynuacje wzgledem otoczenia
izolujacego B(R). Na mocy wlasno$ci kontynuacji indeksy Conleya zbioréw niezmienniczych
inv(B(R),n)) nie zalezg od A\. Wykorzystujac ten wniosek autor pokazuje przykiad dwéch pél
wladciwych na R™, ktére sa homotopijne poprzez homotopie wlasciwe ale nie sa homotopijne
poprzez homotopie wiasciwe gradientowe. Wynik ten pokazuje, ze rozwazany przypadek rézni
sie od sytuacji na kuli domknietej, gdzie A. Parusinski wykazal, ze nieznikajace na sferze,
homotopijne gradientowe pola wektorowe sg homotopijne réwniez poprzez homotopie gradi-
entowa, a zatem sg klasyfikowane przez swéj stopien.

Prace [H5] i [H6] poswigcone sg hipotezie Arnolda. Nowe podejicie oparte jest na teorii
indeksu Conleya. Niech (M, w) bedzie zamknieta rozmaitoécia symplektyczng, H : S'xM — R
gladkim Hamiltonianem zaleznym od czasu i niech ¢; oznacza dyfeomorfiz (zwany potokiem)
generowany przez H. Dyfeomorfizm ¢ : M — M nazywamy hamiltonowskim, jezeli istnieje
hamiltonian H taki, ze ¢ = ;. W szczegdlnosci punkty stale dyfeomorfizmu hamiltonowskiego
odpowiadajg orbitom 1-okresowym potoku hamiltonowskiego.

Hipoteza Arnolda, sformulowana w latach sze$édziesigtych poprzedniego wieku, méwi, ze
liczba punktéw stalych dyfeomorfizmu hamiltonowskiego jest nie mniejsza niz liczba punktéw
krytycznych jakie musi mie¢ funkcja gladka f : M — R. Za sprawa Floera duza popularnosé
zyskala tak zwana homologiczna hipoteza Arnolda: jezeli wszystkie punkty stale dyfeomor-
fizmu hamiltonowskiego sa niezdegenerowane, to ich liczba jest nie mniejsza niz suma liczb
Bettiego rozmaitosci.

W pelnej ogdlnosci pytanie Arnolda (zdegenerowana hipoteza Arnolda) jest wciaz otwarte,
cho¢ znanych jest wiele wynikéw czesciowych, np. dla wspomnianego torusa, czy zespolonej
przestrzeni rzutowej CP™, co pokazal B. Fortune. W pracy [H5] autorzy przedstawiaja nowy
dowéd hipotezy Arnolda dla CP™: liczba punktéw stalych dyfeomorfizmu hamiltonowskiego
rozmaitosci CP™, wyposazonej w symplektyczng forme Fubiniego-Study’ego, jest nie mniejsza
niz n + 1, co jest réwne zaréwno sumie liczb Bettiego, jak i cup-length przestrzeni CP™.

Wykorzystujac techniki podobne do stosowanych wczesniej (por. np. Abbondandolo), pole-
gajace na podniesieniu hamiltonianu na CP™ do odwzorowania jednookresowego na $2**1, a
nastepnie jego kwadratowym rozszerzeniu do R?**2 autorzy sprowadzaja rozwazany prob-
lem do poszukiwania punktéw krytycznych odpowiednio zdefiniowanego hamiltonowskiego
funkcjonalu dzialania. Nastepnie wykorzystuja indeks Conleya na przestrzeni Hilberta skon-
struowany przez K. Gebe, M. Izydorka i A. Pruszko. W szczegdlnosci stosuja konstrukcje tego
indeksu na przestrzeni Hilberta petli Sobolewa regularnosci H 1/2 w R2"+t2, W rozumowaniu
kluczowa role odgrywaja wlasnosci kontynuacji i Wazewskiego oraz relatywny cup-length.

Z kolei w pracy [H6)] autorzy dowodza hipotezy Arnolda dla dyfeomorfizméw hamiltonows-
kich na T?" x CP™, pokazujac, ze kazdy taki dyfeomorfizm ma co najmniej 2n+m+1 punktéw
stalych. Dotychczas znane wyniki dawaly jedynie oszacowanie dolne réwne m + 1. Réwniez w
tym przypadku kluczowa role odgrywa indeks Conleya. Wykorzystywane sa techniki podobne
do zastosowanych w pracy [H5], choé¢ wymagaja one istotnych modyfikacji.

Podsumowujac, badania dra M. Starostki maja istotne znaczenie dla teorii ukladéw dynam-
icznych i geometrii symplektycznej, zwlaszcza w teorii ukltadéw hamiltonowskich, a jego cykl
prac stanowi znaczacy wklad w rozwdj matematyki.

Na szczegoélne podkreslenie zastuguje kompozycja cyklu habilitacyjnego. Wchodzace w jego
sklad artykuly sa spéjne tematycznie, dobrze umotywowane i wspélnie buduja teorie pozwala-
jaca podejmowaé wazne i trudne problemy. Prace sa zazwyczaj obszerne i merytorycznie za-
awansowane, a przedstawione w nich rozumowania cechujg sie duzg pomystowoscig i zlozonos-
cig. Lektura publikacji przekonuje o doskonalym rozeznaniu autoréw w problematyce badan,
a przygotowanie i redakcja artykuléw stoja na wysokim poziomie. W tym ostatnim aspekcie
sam autoreferat pozostawia pewien niedosyt - zawiera cenne idee, motywacje i szerszy kon-
tekst badan, co jest bardzo pomocne, jednak brakuje dopracowania szczegbtéw, a miejscami
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pojawiaja sie bledy. Nie wplywa to jednak na moja ogdélnie bardzo pozytywna ocene osiggnieé
dra Starostki.

Samodzielno$é dra Starostki nie budzi watpliwosci. Wsréd prac habilitacyjnych jedna jest
w pelni samodzielna, pozostate powstaly we wspdlpracy, przy czym dolaczone o$wiadczenia
wspoélautoréw potwierdzajg istotny wkiad dra Starostki.

Na pozostaly dorobek publikacyjny dra Starostki sklada sie dziesieé publikacji, z czego trzy
opublikowane zostaly przed doktoratem, oraz trzy preprinty. Wéréd prac opublikowanych
po doktoracie cztery, w ktérych wspdélautorem jest N. Waterstraat, dotycza teorii potoku
spektralnego. Pozostale po$wigcone sa tematyce powiazanej z cyklem prac habilitacyjnych.
Opublikowane sa w uznanych czasopismach i prezentuja wysoki poziom.

Doswiadczenie dra Starostki w pozyskiwaniu i realizacji grantéw oceniam bardzo wysoko.
Jest kierownikiem i gléwnym wykonawcg grantu NCN i DFG Weave-UNISONO Morse theoret-
ical methods in Analysis, Dynamics, and Geometry. Wczesniej byl kierownikiem grantu NCN
PRELUDIUM. Ponadto uczestniczyl jako wspélwykonawca w realizacji trzech innych grantéw
naukowych, w tym w dwdch jako post-doc. Pierwszy, dwuletni staz podoktorski (2018-2020),
odbyl w Uniwersytecie w Bochum. Wéwczas wspoélpracowal z L. Asselle w projekcie Morse
theoretical methods in Hamiltonian dynamics. Wspblpraca zaowocowala realizacja interesu-
jacego programu badawczego, a wyniki zawarte sa w pieciu, z szeSciu, pracach habilitacyjnych
i jest obecnie kontynuowana w ramach grantu Weave-UNISONO. Kolejny, réwniez dwuletni
staz (2021-2023), odbywal w Uniwersytecie w Halle realizujac wraz z N. Waterstratem projekt
dotyczacy niezmienniczego potoku spektralnego finansowany przez DFG. Efektem wspélpracy
jest cykl pieciu publikacji.

Dr Starostka, jeszcze przed doktoratem, jako visiting schoolar wspélorganizowal miesieczny
kurs Seiberg- Witten theory and Conley index w Massachusetts Institute of Technology.

Osiggniecia naukowe dra Starostki sa zauwazane w $rodowisku matematycznym. Swiadcza
o tym, oprécz szerokiej i owocnej wspdlpracy miedzynarodowej, proszone referaty wygltaszane
na seminariach, konferencjach i warsztatach w uznanych o$rodkach naukowych w kraju i za
granica, m.in. w Princeton University. Potwierdzeniem rozpoznawalnosci naukowej i wysokiego
poziomu prowadzonych badan jest pierwsze wyréznienie w prestizowym Konkursie im. Juliusza
Schaudera dla mlodych matematykéw, organizowanym przez Uniwersyteckie Centrum Badan
Nieliniowych im. J. P. Schaudera w Toruniu, ktére dr Starostka otrzymal w 2020 roku.

Wedlug bazy Web of Science prace dra Starostki byly cytowane 26 razy, w tym 8 razy
bez autocytowan, a jego indeks Hirsha wynosi 3. Wedlug bazy MathSciNet liczby te wynosza
odpowiednio 23, 71 4. Nie sa to wyniki wysokie, jednak warto zwrdcié¢ uwage, ze wiekszoéé pub-
likacji ukazala sie stosunkowo niedawno - dziesie¢ z pietnastu opublikowanych prac pochodzi
z 2020 roku lub pézniej.

Dzialalnosé¢ dydaktyczna dra Starostki jest stabsza strona wniosku - w autoreferacie wspom-
niano o prowadzeniu wykladéw z analizy funkcjonalnej, topologii i teorii miary oraz o wypro-
mowaniu dwéch magistrantéw i wielu (liczby nie podano) licencjatéw. Nie jest to jednak za-
skakujace, biorac pod uwage kilkuletnie zatrudnienie dra Starostki na stanowiskach badawczych
post-doc.

Konkluzja. Podsumowujac wyrazone juz wczesniej opinie stwierdzam, ze osiagniecie ha-
bilitacyjne pod tytulem Teoria Morse’a dla hamiltonowskiego funkcjonalu dziatania i klasy
funkcjonalow na przestrzeni Banacha, a takze calo$é dorobku naukowego, dydaktycznego i
organizacyjnego pana doktora Macieja Starostki spelniaja wymagania art. 221 ust. 14 ustawy
z dnia 20 lipca 2018 r. ”Prawo o szkolnictwie wyzszym i nauce”, a takze zwyczajowe wobec
kandydatéw ubiegajacych sie o stopien doktora habilitowanego w dziedzinie nauk $cistych i
przyrodniczych, w dyscyplinie matematyka. Tym samym z przekonaniem rekomenduj¢ Komisji
Habilitacyjnej dopuszczenie doktora Macieja Starostki do dalszych etapéw postepowania ha-
bilitacyjnego.
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